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Gondolkodasi modszerek, halmazok, logika, kombinatorika, grafok
Halmazok
A halmaz, a halmaz eleme

A matematikaban a halmaz és a halmaz eleme alapfogalom, ezért nem definialjuk. Adott
,dolgok” 6sszességét akkor tekintjik halmaznak, ha egyértelmien eldontheté réluk, hogy
hozzatartoznak-e az adott halmazhoz, vagy sem. Ha egy ,dologra” all a halmazt definialé
tulajdonsag, akkor azt mondjuk, hogy az a halmaz eleme. Egy halmazban minden eleme
pontosan egyszer szerepel.

A halmazokat altalaban nagybetivel jeldljuk pl. A, B, H, ... . Ahalmaz elemének jele: €, ha
valami nem eleme az adott halmaznak, azt altalaban igy jeloljik: ¢. Példaul: ae A, bgB
esetlegC = C.

Halmazok megadasa

» Felsorolassal: kapcsos zarojelben az elemeket pontosvesszével elvalasztva (a fel-
sorolasok kilonboz6 sorrendje nem ad kilénbdzé halmazt), példaul: A={1; 3; 5; 6},
B={3,6;9; ...,300}, C={1,3,5 7 ...}.

> Ahalmazt definialé tulajdonsag megadasaval, amely térténhet szévegesen, példaul:

B ={10-nél kisebb pozitiv paros szamok}, vagy szimboélumokkal, példaul:

B={xeZ'|x<10, 2| x|, vagy B={x=2klkeZ", X<10}.

Nevezetes szamhalmazok

Néhany nevezetes szamhalmaznak egyezményes jelélése van:
> N: természetes szamok halmaza: N={0; 1, 2; 3; ...},

» Z: egészszamok halmaza: Z={..,; -2, =10, 1 2, 3; ...},

» Q: racionalis szamok halmaza: Q:{B
q

p, qeZ, q;tO}, azaz azon szamok halmaza,

melyek felirhatok két egész szam hanyadosaként, ahol a nevezé nem nulla. (Masképp Q
azon szamok halmaza, amelyek tizedes tért alakja véges, vagy végtelen szakaszos.),

» Q" (vagy/): irracionalis szamok halmaza: azon szamok halmaza, melyek nem irhatok

fel két egész szam hanyadosaként. (Masképpen Q" azon szdmok halmaza, melyek tizedes
tort alakja végtelen, nem szakaszos.),

> R: valés szamok halmaza (R=QuQ").

A nevezetes szamhalmazok szemléltetése
néhany elemuikkel
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Ezekbdl kepezhetd tobb, gyakran hasznalt jeldlés is, példaul:

> Z': apozitivegész szamok halmaza
» R,: anem pozitiv valos szamok halmaza

Véges és végtelen halmazok, halmazok szamossaga

Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, treshalmaznak nevezzik. Jele:
& vagy { }.

Ha egy halmaznak véges sok eleme van (tehat elemeinek szama egy természe-
tes szammal megadhato), akkor véges halmaznak nevezzik.

Ha egy halmaz elemeinek a szama nem adhato meg egy természetes szammal,
akkor azt a halmazt végtelen halmaznak nevezzik.

MEiEEE Egy véges halmaz elemeinek szamat a halmaz szamossaganak nevezzik.
Az A halmaz szamossagat |A| jeloli.

I Példa: Az A={xeZ|-1<x <7} halmaz véges, és |A|=8; a B=R" halmaz végte-
len.

Feladat (1.): Az alabbiak kézil valassza ki azon halmazok betdjelét, melyek az Gires halmazt
adjak meg! (2 pont)

A={2-nél nagyobb, paros primek}

B={2}

C= {az x°—10x +26 =0 egyenlet valos megoldésai}
D={aeN|0<a<1}

E={}

v/ Megoldas:

ACE

Ha csak két helyes vdlaszt jelol meg, 1 pontot kap. Ha helytelen védlaszt is megjeldl, nem kap 2 pont
pontot.

Halmazok kozotti relaciok

Két halmaz egyenld, ha ugyanazok az elemeik.

| Példa:Az A={2; 3; 5 7} és B={egyjegyl pozitiv primek} halmazok esetén A=B.
AzA halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az A halmaz minden eleme eleme

a B halmaznak is. Jele: .
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Egy A halmaz valddi részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de B-nek
van olyan eleme, mely nem eleme A-nak. Jele: <.

| Példa:Ha A={2, 4} és B={2; 4; 5}, akkor AcB.

A részhalmaz fogalmabol adodo legfontosabb tulajdonsagokat az alabbi tételek foglaljak
Ossze.

» Barmely halmaz részhalmaza énmaganak, Ac A
Barmely halmaznak részhalmaza az tres halmaz, & c A
Ha AcB és BcC, akkor AcC.

Ha AcB és BcC, akkor AcC.

Ha AcB és Bc A, akkor A=B.

vvyvyy

Egy n elemi halmaznak 2" darab részhalmaza van, ahol neN.

Feladat (11./A): Az alabbi halmazok kdzll némelynek valamely valddi részhalmaza is szere-
pel a felsoroltak kdzott. Adja meg az alabbi halmazok kozott fennalld 6sszes valodi rész-
halmaz-viszonyt! (5 pont)

A={X6N |51x ésx>3}
B ={egyjegyl primszamok}

C={5}

D={1,2; ...;10}

v/ Megoldas:

Abrazoljuk a halmazokat Venn-diagramonl! p—
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdl Ki. P
Ekkor lathato, hogy B D, C<D, C<=B, CcA 4

pont

Kapcsolatonként 1-1 pont jér. Ha részhalmaz-jelet haszndl, maximdlis pontot kap.

Osszesen: 5 pont
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Miveletek halmazokkal

Az A és B halmazok metszete (vagy kozos része) azoknak és csak azoknak az
elemeknek a halmaza, amelyek az A és B halmaznak is elemei. Jeldlése: AnB.

A

| Példa:Az A={xeZ|1<x<6} ésa B={2; 3; 6; 9} esetén AnB={2; 3}.
Két halmaz diszjunkt (vagy idegen), ha metszetik az tres halmaz.
| Példa:Az A={xeZ'|2| x| ésa B={keZ|2k+1} halmazok diszjunktak.

A metszet mivelet legfontosabb tulajdonsagai:
Tetszbleges A, B és C halmazokra:

> AnD=0,

> AnA=A

> AnB=BnA (a metszet mlvelet kommutativ),

> (AnB)NnC=An(BNC) (a metszet mivelet asszociativ).

Az A és B halmazok unidja (vagy egyesitése) azoknak és csak azoknak az ele-
meknek a halmaza, amelyek A-nak vagy B-nek elemei. Jeldlése: AUB.

| Példa:Az A={xeZ|1<x<6} ésa B={2; 3; 6, 9} esetén AUB={2; 3; 4, 5; 6; 9}.
Az uni6 m(velet legfontosabb tulajdonsagai:
Tetsz6leges A, B és C halmazokra:

> AUD=A
> AUA=A
» AUB=BUA (azaz a mivelet kommutativ),
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» (AuB)UC=AU(BUC) (azaz a mlvelet asszociativ),
> (AnB)uC=(AuC)n(BUC), (az unié a metszetre nézve disztributiv),
» (AUB)NC=(ANC)u(BNC), (a metszet az uniora nézve disztributiv).

AzA és B halmazok kiilénbsége azoknak, és csak azoknak az elemeknek a hal-
maza, amelyek A-nak elemei, de B-nek nem elemei. Jeldlése: A\B.

Példa: Az A={xeZ|1<x<6| és a B={23 69} esetén A\B={4;5} és
B\A={6; 9.

A kulénbség tulajdonsagai:
Tetszéleges A halmazra:

> A\A=Q,
> A\NQ=A
> D\A=0.
I Megjegyzés: A kilonbség miivelet nem kommutativ és nem asszociativ.

Alegtobb feladatban adott (vagy adottnak tekintiink) egy olyan halmazt, amelynek minden
vizsgalt halmaz részhalmaza. Ezt a halmazt alaphalmaznak vagy univerzumnak nevezzuk.

Legyen H az univerzum (alaphalmaz), és ennek A valamely részhalmaza!
Az A komplementer halmaza (vagy kiegészit6 halmaza) H azon elmeinek halmaza, melyek
A-nak nem elemei. Jele: A.

I Példa: H={xeZ|1<x <6} ésaz A={2; 3} esetén A={4; 5}.
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A komplementer mivelet tulajdonsagai:

Tetsz6leges H alaphalmaz és Ac H halmaz eseten:

> H=0

> O=H

> A=A

Feladat (l.): Mely halmazm(velet eredményét jel6ltiik az abran? (2 pont)
H]

v/ Megoldas:

Ajeldlt tartomany: C\(AwB). 2 pont
Bdrmely mas helyes megoldds is elfogadhatd.

Intervallumok

Az intervallumok a valés szamok 6sszefliggé részhalmazai. A szamegyenesen egy sza-
kaszt vagy félegyenest hataroznak meg. Attol fligg6en, hogy az egyes végpontok hozza-
tartoznak-e az intervallumhoz, adott oldalrél nyitott, illetve zart intervallumrol beszeélink.

MEILITEEE Az [a; b] balrdl és jobbrél zért intervallum az a-nal nagyobb vagy egyenld és a
b-nél kisebb vagy egyenl6 valés szamokat jeldli. Vagyis [a; b]={x|a<x <b, x e R}.
e
a b
Az |a: b] balrdl nyitott és jobbrdl zért intervallum az a-nal nagyobb és a b-nél
kisebb vagy egyenlé valos szamokat jeldli. Vagyis Ja; b]={x|a<x <b, x e R}.
O ®

a b

X

X

DU Az [a; b balrdl zért és jobbrdl nyitott intervallum az a-nal nagyobb vagy
egyenl6 és a b-nél kisebb valos szamokat jeldli. Vagyis [a; b[ ={x|a<x <b, x e R},
[ O
a b

X

MEILITEEE Az a; b balrdl és jobbrdl nyitott intervallum az a-nél nagyobb és a b-nél ki-
sebb valos szamokat jeldli. Vagyis ]a; b[ ={x|a<x <b, x e R}.
? o
a b

X




Példaként definialunk egy intervallumot, mely a szamegyenes egy félegyenesét hatarozza
meg.

Az [a; oof intervallum jeldli valamennyi a-nal nagyobb vagy egyenl6é szamot.
(Az intervallum a o/ —o-nél mindig nyitott.) Vagyis [ a; o« ={xla<x, x eR}.

Feladat (I./B): Jelolje A a 2x+3<25-2x egyenl6tlenség megoldashalmazat, B pedig a
-x°-8+9x >0 egyenlétlenség megoldashalmazat!

a) Hatarozza meg az A és B halmazokat, és dbrazolja 6ket kozos szamegyenesen! (6 pont)

b) Hatarozza megaz AuUB, BN A és B\ A halmazokat! (6 pont)
c) Hany eleml az (AuB)NC halmaz, ha C a pozitiv primszamok halmaza? (4 pont)
v/ Megoldas:

a)

A 2x+3<25-2x egyenl6tlenséget atrendezve, 4x <22 adddik, ahonnan x <5,5. 1 pont

Ekkor A=]-x; 5,5[. 1 pont

Felirva a -x*-8+9x>0 egyenldtlenséghez tartozd masodfokd egyenletet

2 . A . 1pont
-x“+9x-8=0 adddik. Ennek gyokei: x,=1, és x, =8.
Felrajzolva az egyenlet bal oldalan talal- Ay
hat6 masodfokd fuggvény grafikonjat, 124
leolvashat6 az egyenlétlenség megoldas- 104 y=—x?+9x-8
halmaza.
81
6--
4__
2+ 1 pont
6 -4 ng__ 2 4 6 & 1012 14 16 x
4]
L 6
-8+
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.
Innen B=[1; 8]. 1 pont
Az intervallumok k6zos szamegyenesen:
® ® 5
O A 1 pont
| | | | | | - | | e
1 1 1 1 1 L | 1 1 =
55
0 1 5 8
Osszesen: 6 pont
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b)

AUB=]-x; 8],
A pontszam nem bonthatd.

BnA=[155],
A pontszém nem bonthaté.

BNA=[5,5; 8].
A pontszém nem bonthatd.

Osszesen:

c)
Mivel (AuB)NC={2; 3; 5 7},
A pontszém nem bonthato.

igy az (AwB)NC halmaznak 4 eleme van.
A pontszam nem bonthato.

Osszesen:

Logikai szita

2 pont

2 pont

2 pont

6 pont

2 pont

2 pont

4 pont

Barmely két, A és B (véges) halmazra: |AUB|=|A|+|B|-|AnB), valamint tetszéle-

ges A, B és C (véges) halmazok esetén:
|[AUBUC|=|Al+|B|+|C|-|ANB|-|BNC|-|C " A|+|AnBNC|.

Feladat (11./A): Egy iskola 9. évfolyaman idegen nyelvként angol vagy német valaszthato.
Tudjuk, hogy mindenki tanul legalabb egy nyelvet: németil 90-en, angolul 130-an, angolul

és németdl is 50-en tanulnak. Hanyan jarnak a 9. évfolyamra?

v/ Megoldas:

Legyen A azoknak a halmaza, akik tanulnak angolul, N pedig azoké, akik tanulnak né-
metul!

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbdl derdl Ki.

Készitsink a feladathoz Venn-diagramot! Ekkor
|A|=130, [N|=90, |AnN|=50, keressik |[AUN|
értéket!

Alogikai szita szerint: |AUN|=|A[+|N|-|A~N|=130+90-50=170.

A 9. évfolyamra 170 f6 jar.
Osszesen:

(6 pon

1 pont

2 pont

2 pont

1pont
6 pont

t)

13.p
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Ponthalmazok

Ponthalmazok a koordinata-rendszerben

Feladat (I.): Parositsa az alabbiakban megadott, illetve a derékszogl koordinata-rend-
szerben abrazolt ponthalmazokat! (2 pont)

A:{(x;y)lx,yeR,y£4}
{ )lx,yeR,x+ys4}

C:{ X y)lx, yeRr, |x|s4}

y

[l 1]
\5\_ Ry Ay
4 4 4
3 3 3
2 2 2
" 1 1
—2—1101 2 3 4\5 6x 724101 2 3 4 5 6x 5 -4 3—2—1101 2 3 4x
= —2 -2
-3 -3 -3
v/ Megoldas:
A-Il. B-1. C-Il. 2 pont

Nevezetes ponthalmazok

A kér (korvonal) azon pontok halmaza a sikban, melyek egy adott ponttdl (a
kor kozéppontjatol) egyenld (nem nulla) tavolsagra vannak. A kor kozéppontjat a kérvonal
valamely pontjaval 6sszekotd szakasz a kor sugara.

DSl A (zart) kérlap egy adott ponttol (a kozépponttol) egy adott tavolsagnal (a su-
garnal) kisebb vagy egyenl tavolsagra lévé pontok halmaza a sikon.

1 A nyilt kérlap egy adott ponttél (a kézépponttdl) egy adott tavolsagnal (a su-
garnal) k|sebb tavolsagra lévé pontok halmaza a sikon.

/ 4 > »

r Y

\Y
l )
‘ ‘ I‘ : |
A

\ 4

Kér(vonal) Zart kérlap Nyilt kérlap
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MR A szakasz felez6pontjan athalado, a szakaszra mer6leges egyenest szakaszfe-
lez6 merdlegesnek nevezzuik.

A szakaszfelez6 meréleges pontjainak halmaza megegyezik a szakasz két vég-
pontjatol egyenld tavolsagra, a szakasz sikjaban |évé pontok halmazaval.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy ha egy pont illeszkedik egy szakasz szakaszfelezd
merdleges egyenesére, akkor az a végpontoktdl egyenlé tavolsagra van, illetve, ha
egy pont egyenld tavolsagra van egy szakasz két végpontjatol, akkor az illeszkedik
a szakasz szakaszfelez6 merdleges egyenesére.

e

P

a

A F B

A szakaszfelez6 merdleges egyenes pontjai
egyenld tdvolsdgra vannak a szakasz két végpontjatél.

A szogfelezd a szoget két egyenl6 részre oszto félegyenes, melynek kezdd-
pontja a szog cslcsa.

Egy konvex szog szogfelezdje pontjainak halmaza megegyezik a szog két szaratol
egyenl6 tavolsagra, a szog tartomanyaban lévé pontok halmazaval.

Megjegyzés: Ez azt jelenti, hogy ha egy pont il-
leszkedik egy szog szogfelezd félegyenesére, ak-
kor az a pont egyenl6 tavolsagra van a szog két
szaratol, illetve, ha egy konvex szdgtartomany-
ban egy pont egyenlé tavolsagra van a két szar-
tél, akkor az a pont illeszkedik a sz6g szogfelez

félegyenesére. A szégfelez6 félegyenes pontjai eqyenlé
tdvol vannak a sz6g két szardtol.

h

Feladat (I1./A): Adott a koordinata-rendszerben az A(3; 2) ésa B(-5; 6) pont. Hatarozza
meg, hogy a —3x +4y =14 egyenlet( egyenes mely pontja van egyenlé tavolsagra az A és

B pontoktol! (11 pont)
v/ Megoldas:
Az A és B pontoktol egyenld tavolsagra lévé pontok halmaza a sikon az AB szakasz
szakaszfelezd merdéleges egyenese. 1 pont
Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.
Az AB szakasz felezépontjanak koordinatai: F[@; 24—?6] =F(-1 4). 1pont

15.p




Az AB szakasz egyenesének meredeksége (a koordinatakbol szamolva) m = 65;23 = —%.

Ekkor az AB szakasz szakaszfelez6 mer6leges egyenesének meredekségere:
m (—%) =-1, vagyis m, =2.

Az AB szakasz szakaszfelez6 mer6leges egyenesére

2-(-1)+b=4. Innen b=6.

Az AB szakasz szakaszfelez6 meréleges egyenesére
fiy=2x+6.

''''''

e —3x+4y=[14

6 '5—'4/3—'2—'110i 2 3 4 5 6 7 8x

Ez a pont akkor is jar, ha ez a gondolat csak a megolddsbél derdil Ki.
{—3)( +4y=14
Yy=2x+6
Ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve: —3x+4(2x +6)=14 adadik.
24+5x =14, innen pedig x =-2.
Ekkor y=6+2-(-2)=2.
A keresett pont: P(-2;2).

Osszesen:
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1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
11 pont
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